




Homework #8, Problem #2
Consider the discrete logistic equation: xn+1 = r xn(1 - xn)

Part (a).
Compute f2(x), f3(x), f4(x).

��������� �[�_] �= � * � * (� - �)�
�[�_] �= �[�[�]]�
�[�_] �= �[�[�[�]]]�
�[�_] �= �[�[�[�[�]]]]�

The computations are as follows:

��������� ������������[�[�]]
������������[�[�]]
������������[�[�]]

��������� -�� (-� + �) � (� + � (-� + �) �)

��������� �� (� - �) � (� + � (-� + �) �) �� + �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �)�

��������� �� (� - �) � (� + � (-� + �) �) �� + �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �)�
�� + �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �) �� + �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �)��

Part (b).
Find the fixed points of f2(x), f3(x), f4(x). At what values of r, if any, does a 2-cycle, 3-cycle, or 4-
cycle appear. For what values of r are threse cycles stable? Unstable?

Two Period Orbits
��������� �����[�[�] ⩵ �� �]

��������� �{� → �}� �� →
-� + �

�
�� �� →

� + �� - � -� - � � + ��

� ��
�� �� →

� + �� + � -� - � � + ��

� ��
��

��������� ������������[�[�[�]� �]]

��������� -�� (-� + � �) (� + � � (-� + �) �)

��������� ��[�_] �= -�� (-� + � �) (� + � � (-� + �) �)�

��������� ��������������������������
� + �� - � -� - � � + ��

� ��
��� ⩵ �� ��

��������� �{� → -�}� {� → �}� �� → � - � �� �� → � + � ��

This tells us that the period two orbits are stable between r=3 and 1 + 6 .



Three Period Orbits
��������� �����[�[�] ⩵ �� �]

��������� �{� → �}� �� →
-� + �

�
��

�� → ������ + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

�� → ������ + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

�� → ������ + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

�� → ������ + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

�� → ������ + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

�� → ������ + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

��������� �[�]

��������� �� (� - �) � (� - � (� - �) �) �� - �� (� - �) � (� - � (� - �) �)�

��������� ������������[�[�[�]� �]]

��������� -�� (-� + � �) (� + � � (-� + �) � (� + � (� + � (-� + �) �) (� + � � (-� + �) �)))

��������� ��[�_] �= -�� (-� + � �) (� + � � (-� + �) � (� + � (� + � (-� + �) �) (� + � � (-� + �) �)))
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��������� ��������������� + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

��������� + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

��������� + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

��������� + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����

��������� + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ���� ���

������ + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � �� - � �� - ���
#�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ����� {�� ���� �}�

���������
3.85 3.90 3.95 4.00

-5

5

��������� �������������������� + � + �� + �-� - � �� - � �� - ��� #� + ��� + � �� + � �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - ��� #�� + ��� + � �� + � ��� #�� + �-�� - � ��� #�� + �� #�� �� ���� ⩵ ��

��������� {{� → -������}� {� → -�������}� {� → �������}� {� → ������}}

From this we can see that the 3 period orbit lies approximately between r=3.82843 and r=3.8415

Four Period Orbits
��������� �����[�[�] ⩵ �� �]

��������� �{� → �}� �� →
-� + �

�
�� �� →

� + �� - � -� - � � + ��

� ��
�� �� →

� + �� + � -� - � � + ��

� ��
��

�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +
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� � � � � �

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� �����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� �����
�� → ������ + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +
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��������� ������������[�[�[�]� �]]

��������� -�� (-� + � �) (� + � � (-� + �) �) �� + � �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �)�
�� + � �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �) �� + �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �)��

��������� ��[�_] �= -�� (-� + � �) (� + � � (-� + �) �) �� + � �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �)�
�� + � �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �) �� + �� (-� + �) � (� + � (-� + �) �)���

��������� ��������������� + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +
�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
�-� �� - �� - �� �� - �� �� - �� ��� - � ���� #�� + ��� + �� �� + �� �� + �� ��� + �� ��� + ����
#�� + �-� �� - �� �� - �� ��� - �� ��� - � ���� #�� + �� �� + � ��� + �� ��� + �� ���� #�� +

�-�� - �� ��� - �� ���� #�� + �� ��� + �� ���� #��� - � ��� #��� + ��� #��� �� ����
��������� + �� + �-�� - �� - �� - ��� #� + �� �� + �� + � �� + �� + � ��� #�� +

�-�� - � �� - � �� - � �� - � �� - ��� #�� + �� �� + � �� + � �� + �� �� + � �� + � ���� #�� +
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From this we can see that the 4 period orbit lies approximately between r=3.9601 and r=3.96075
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